
����� ����	 
��
	 ��� ��� � � ���� �����	�	
� ��

��� ��
	�����	�

���� �����	�	
�

���������� ���	
���
������ 	�������
�
 ����� ���� ����������

�����������	�
 ���
 ��
 ���������� ������ �������

���������	 ��
	� �	�	
�����	��� ���� ��� ����
����� 
������ 
����
	� �����


	��	� �	 �
��
 
�������
������ ���	
��� ���
�� ��������	����� 
��� �����	����

�	�	
�����	��� 
��� ��	 
 
����� ����	 !"#$� %��&���	�� ���	������
	���� '���

����
����
 � 
������ ������ ����	�&���� � �����	
�  	����� �����
�� �����	��� ��

�������� 
������� ���
����� �	� ��� ���	
��� �	��&������ ����
��	����� ���� 


���
����� ��� ���������
 ������ �
�&���	 �� 	�
��(���� �����
��������
	�� �����

��������� ��	 ���� ���� )�������	 � ���� 
 *���
������+ �	�
���� ����
��	�����

���� 
 �	
���
���� �� ��������	������ �	�
��	 
����
	� %��&���	�� �	���� ���
��

���� �	��� ����  �� ����
����� 
����� ��� & ��	 ���� ������ �	
��	�� ���,��&

����
��	����� ���� 
 ������ ���	��(�����
	���� ������ ��� 
����
�
 � �	�
��	�


� 
���� 
�����
� 
�&�������� �	��&�	 ��(��
	��� %������ ���&���
 ���&���	��


�	���� �
������ (��
&�	 ��� ����&���� �������	����� '������ 
����������� ���	�

��(�����
	���� ���������

�������� ��	�
� 
����
�� ������ ����
���	� 
������

��
� ����������

��������� ������ �� �! "�#�!$�#�%

������ ��������������� !�� � � �"#��� $�� �% %�&� ��#�%

-. /01/12. 3 4.5 /3036.7.08937814 1: 2.8;<.2 :10 14.�=86.428143> >3?. 61=.>2 @32.=

14 7<. .A/>8;87 =B4368;2 1: 7<. C027 <10891473> 2.8;<. 61=.� D<82 /3036.7.08937814 82

86/>.6.47.= 8471 !"#$ 61=.>� E=.3>89.= 286F>378142 1: :0.. 2.8;<. 12;8>>378142 587< 7<.

4.5 61=.> 5.>> ;100.2/14= 71 >84.30 343>B78;3> 61=.>2 84 7.062 1: 2.8;<. :0.GF.4;8.2� -.

;300B 1F7 3 2.7 1: 4F6.08;3> .A/.086.472 0./01=F;84H 7<. =../.484H 1: 3 68A.= >3B.0 8471

7<. F4=.0>B84H 7<.061;>84. 587< 7<. ;1427347 616.47F6 IFA :016 7<. 37612/<.0.� "

0.>378J. 28H48C;34;. 1: 7<. K1081>82 :10;. 34= 2.8;<.2 84 2F0:3;. 68A.= >3B.0 =.J.>1/6.47

82 =.61427037.= 71 @. =./.4=.47 14 7<. <10891473> >3?. 289.� LF0 0.2F>72 2FHH.27 7<37 14.�

=86.428143> >3?. 61=.>2 >3;?84H 2.8;<. /3036.7.08937814 2<1F>= 1J.0.278637. 7<. 68A.= >3B.0

=./7< =F084H 7<. 2F66.0 270378C;37814 /.081= :10 >3?.2 587< <10891473> 289. 6F;< >.22 7<34

847.043> M122@B 03=8F2� " 28=. 0.2F>7 1: 7<82 27F=B 82 3 :106F>3 :10 3J38>3@>. /17.4783> .4.0HB

:10 3 6F>78>3B.0 270378C.= IF8=�

�
� ������ >3?.2� 2.8;<.2� 14.�=86.428143> 61=.>�

�� ��������

���������� �� ��� !"#$! ����$! ����%�# &!��"� !'��$()*+ ', � �#)$!-��. )#�#-#.

/!���$�/!!� �� ����$�/!! ! "$!�# �$�/!!	 0�!-!��1 2 ��* ,�$,� ', !. ��-!'$! �$(�#,

���' � # ! � 3�$�� *'��&��� ��)*$( # � ��'���!)�����!,  ��$���/� ��4!�# ! 5!�/��.!6

�!-�'"!. .#�#" ��!' !" �)%�	 �$, ���/!. )#�#- �#4�� 7���!���#�!� � ����$! ��#�!$(6

��. ��� !"#$(��. �#'�����$��!1  �����!�#�!-�'"!. ! 5!�/��.!�!-�'"!. ���������.�

"� ���� ������$,+ ',� �'�5���� � ���!�� � "�� �1 �����  *�5*$�� ��� ������&!�#�!��	

� &
�'������ ����( )*+,
� -�
���./��� ���	
���
������ ��
������� �0��1���
�./��� 	2��3
���� ���4��� �0��1�����5

6���������� 7�1���8
�9��2����� ���
�
	
 :���	
���
������ 	�������
�
;<( )*+,



�� �������� ����� �	�
� �
��� ��� �
� � �

������������ �������������� � ��� �!���"#� ��$%��� � ����� ��!���&' (�� ���� � �"�����)
�*+ ��"��$+� ,�, �������� ����!��*�����$ � ������-���� .���%�����#��.� ��.����!��.�
���$ � ���/����� 0�1� !�� ������"���� ���#,� "�$ ��"�2��� � .���%�����#�*�� ��%��)
����� ���#�� ����*�� /��� ���������& ��"��� "�3����4�� ������ LR 5LR ≈ 2 − 3 ,�
"�$ �������*+ �����6� ��$ ���*+ ��"�2��� ���� 7�������� ���������$ ��������-���& �
��������� � ����& .���%�����#��.� .��"����� "������$� �*%�����.� ������"������� ���)
�* � �%���� 8%����"�&����� ����������"�����$ ����* � .��"����� "������$ �����"�� �
%��,���*+ ��"�2��+ , .������4����*� ,�������$�� �%�����*� ,�, ������ 9��,��#,� .�)
��%�����#�*& .��"���� "������$ ��!�� �� ���+ � �"������*+ ��"��$+ �� �!��*�����$� ��
�������%��"$��$ � ��&���

:�&�� ����������� � � ��"�2��+ ���,�� 3��,���4�& ���+ �����.�"��"�����!��,�+
����!��� � ��,�����#�*�� �������"��� � �����,����� �"��,� ���$��� (��+ ,�������&
�� ���"�  ������3�,�4� �����"����� , �����$/��� ������� ������ 9��"��-��� ���)
-����� ��"���&� ���������*+ "�$ �������%��"���$ ��&���*+ ,�������& 0�;<1� � ,����*+
������"������ �����"�����!��,�+ ����!�� �!������$ %�"���*�� �� ��,�� ����%��� ��&��
�� ���$ � �� �����,��#��� �������������� ="��������*& �%�����*& ������ ��"+�" "�$
���������%�4�� (33�,�� ��&� �� �����,��#��� ������������� � ��"�2��� ��%������*& �
������+ 0>� ?1� ������� �� .�����%�� !�� (���.�$ ,����*+ ��&���*+ ��" �����"����� ����)
��&��.� �%����"�&����$ ����+�"�� �� ���*� �������*� �� ,����*+ ����* ��%���� ��$
�� ��,������ "��� @��� (33�,� ���������%����$ "���������� � ��������� ������� �����)
������& ,�����!��,�& (���.�� "���������#��.� ���.����.�� 3���� ,�����.� ,���������)
���$ �% ������-���& ��%��������� 8 �����$/�& ������ ���"��.����$ "��.�& ����" �!2��
��&� � �"�������& ��"��� ��"�2��� ��������*& �� $���� �������%��"���� �����& .���)
%�����#��& ��"*� ����/�& � �%2��+ ������#�� (���.� � @��� ����" �����%���� � ��"���
�%��� ABCD�

E"�������$ ��"��# �����.�"��"�����,� � ���.��+���� ��"�2�� � ��-���-�/�.�
.����� ABCD 0�����
1 $��� ����*���� ���4���* �����,��#��.� �������� ����� � �!2��� ���)
��,������$ ,����,��������& ��"��4�� � ���$+ ��"*� �#"�� ���.� � ��-���-�/�.� .�����
5"���*+ ����-���&6� ��������$ ��"��� �3�����������* ���������#�� ����"�2��*+ ��
.���%�����#���� ��!��� ��"�2�� ����!��� !�� �����"�� , $����� �!2�� ������ �����#)
���� ������ � �������2��*�� .�%��� ��-"� ��"��& ���"�& � ��,����*� "���� 8 ���/�
��"* �����#%����$ k − ε ���������%�4�$ ��������������� � � ��������$+ "��-���$ �!�2�
���������*& .��"���� "������$ 0�1� 8 ���� ���.� �!��*�����$ ������� -�",�& 3�%* ���.��
� � ���� .����� ; ��%��-����# �� %����%���$� 8 ��"��� ����*�����$ �����,��#��$ "�33�)
%�$ ����������*+ .�%�� 5FG2�FH4� G26� � ��,-� �+ ��%*�#,��*& �������� �,������� ����)
��� 3��������% � ���4���* ����������$ ,������"�� 8,� !��� ���������%�4�$ .�����4��
������ � .����� ��" ��"�2��� 0�
1� ���!2� "�$ ���!�$ �����,������*+ �%�� ���"��-���
���.����#��$ 3���������,� "�$ ����%��"���� ������ �� ��-��& .����4� �����$���.�
.����� 5����,�6� ��"��# ������$���# �� ����������# �������%��"���$ �����!��,�.� � ��)
"���.� ��-���� ���#��.� !���� ��"�2��� � ,��������*+ ,������!��,�+ ������$+� � ���
!���� � ���,�+ ����,�� AIJKLMN 5AIJK LOPKQ MRSKTUOVWITXYOR NTOZKUS 0��;�[16�

:���#$ ��������� ���"� /�� ����%��� 8 ��%"��� � �����"$��$ ��������$ �"�������&
��"��� � ��/�� ��"�� �����#%���*� � ��"��� ABCD� 3�����������$ �������� �+ %��*,�)
��$� \���� � ��%"��� ] �*���*�����$ �%������$ ���.����&��$ ��"��# ������3�4��������&
-�",����� �*��"���$ �2 ��" "�$ �����& .���%�����#��& ��"* ��&���*+ ,�������&� 8 ��%)
"��� [ ����%��"���$ %��*,���� ��������& �"�������& ��"��� � ����/# ��������& "�$
�����& ��"* ���.����&��& ��"���� 8 ��%"��� < �%��.� ��$ ��%��#���* ������ ����& ��)
"��� �� �%�����*+ �������!��,�+ ������$+� "�������������$ ���$��� ���������%�4��
��&� � ���* 7�������� �� �,�����# %�.�������$ ���+��.� �����������.� ���$ � �����)
,���� 8 %�,� !���� 3�������� ��$ ������*� �*��"* �����*�
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���������� ������ ����������� !���"	 #�$��� ��$��%�& ���$��$��' ����������� 
�(��'��� �$��)��" f �� $*� *�������������+ �$)$��& A(z), f = A−1(z)

´
A(z) fdA

′� *�$
z - (���������� �������$���' ����� ���" �'.$���	 /���$�'' 0�+ ��$��%�& ( +����$��&
�����(� �$��� � +����$��'� ���.$��' ��' *�����������"1 (�����$�� �(������ � ���2��3
.$��� �$�.���$�� .��(����� ���+)�$� 4�5,

∂T

∂t
= −AT +

1

A

∂

∂z

(
A (λm + νT )

∂T

∂z

)
− 1

A

∂AS

∂z
+

1

A

dA

dz
[Sb + FT,b(z)], 6�7

∂u

∂t
= −Au −

(
1

ρw

∂p

∂x

)
+

1

A

∂

∂z

(
A(ν + νm)

∂u

∂z

)
+

1

A

dA

dz
Fu,b(z) + lv, 6
7

∂v

∂t
= −Av −

(
1

ρw

∂p

∂y

)
+

1

A

∂

∂z

(
A(ν + νm)

∂v

∂z

)
+

1

A

dA

dz
Fv,b(z)− lu, 687

*�$ T - �$��$���+��� (u, v)
.
= uh - *������������' �(������� λm, ν - (�0!!�%�$��" ���$3

(+�'��� �$��$���+������������� � �'�(���� �����$����$���� νT , νm - �1 �+�2+�$���"$
�����*�� ρw - ��������� ���"� l - �����$�� 9��������� p - ����$��$� S - (��$����)$�(� 
����( (����(�������� �����%�� 4�:� ·95� Af

.
= A−1(z)

´
ΓA(z)

f(uh · n)dl - �(��� �$�$����

�$��)��" f )$�$� *����%" ������� �����(��� � ���(�� 6n - ��$;�'' ������� ( *����3
%$ *������������*� �$)$��' ������� ΓA(z)7	 <�.�� ���$(� =b> +(��"��$� �� ���)$��'
����(�� �����$����+&?�1 �$��)�� �� *����%$ ΓA(z)� �	$	 �� ��$ �������	 @���;�� ���2��3

.$��$� � 2���;�����$ ��+)�$� '��'$��' S = Sb	 A����"$ ��+)�� ����$����� ����$�"
+����$�� �$;�&��' �� ���*�1 �����$��"1 ���$�'1 4
� B� �B-�
5	 C���$�� 6�7 - 687 �$;�3
$��' � ���$�� DEFG 
	�� *�$ ��$��� *�����������" *����$�� ����$��' ���H)��"��$��'
(�( 2��������" *����$�� 4�5 6�����2�$$ ��	 ��.$7	

# �����'?$ ��2��$ ������� ����)$ '��'$��' �����$�����%�' ���*�$�"1 � *����3
$���� ����$��' � 6
7 - 687 ��' �2?$*�� 2���(�����*�� ��+)�'� �	$	 (�*�� ������ ����3
��!�%������ �� ���������	 <��2��$$ ������ 0�� ����)� �$;�$��' ��' ������� � !���$
[−Lx/2, Lx/2] × [−Ly/2, Ly/2] × [0, H]� �� )$*�� � )��������� ��$�+$� A(z) = HIJKL� )�� �+3
?$���$��� +���?�$� ����$�+ 6�7 - 687	 ��$��� 0�� !���� ��$�����*�$��' � �����$ ;$�
����.$���	
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# ���$�� ���*���� �� .��(���� �$�� ����$�� ������� �� N ����� �����'��� ����3
����� ρi� ρi+1 > ρi 6�+�$��%�' ����� ���" �'.$���7� ���?��� (����"1 ���"�"��$� ���"$

����+?$��' �������$���� ��$���1 ���)$�� � hi = Hi + h′i,
(
|h′i/Hi| � 1,

∑N
i=1Hi = H

)
	

��' (�.��*� ���' ��.�� �������� ���$���������"$ +����$��' ��' ���+���� � ����"
6��$�� � ���$$ - 2$� �+���������' �� ������'&?���' ���$(���7 4��5,

∂ui
∂t

= − 1

ρi

∂p′i
∂x

+ lvi, 6M7

∂vi
∂t

= − 1

ρi

∂p′i
∂y

− lui, 6N7

∂h′i
∂t

+Hi

(
∂ui
∂x

+
∂vi
∂y

)
= 0, 6B7

p′i = g

N∑
k=1

ρmin(i,k)h
′
k, i = 1, N. 6O7
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������� ������� ���� ������� � � N = 1 !"�!#��! �$"������ ����� �$�"����� � �"��%

��! ���&�� "�'�� (����! &��������&�! ��� )�! ������� *+, - *., �� �'��!���! &�&

K =
1

2

N∑
i=1

Hiρi

ˆ Ly

0

ˆ Lx

0

(
u2i + v2i

)
dxdy. *
,

/"�'0� "�������

A =
g

2

N∑
i=1

Δρi

ˆ Ly

0

ˆ Lx

0

(
N∑
k=i

h′k

)2

dxdy, ���

��� Δρ1 = ρ1 � Δρi = ρi − ρi−1 �	� i ≥ 2
 ���
����� �	������� ��� � ���� �
��
 �
�������
��


d(K +A)

dt
= 0. �� �

!������� A �������� 
"
"#����� �� ��
�
��
$�%$ �����$ �
�����
$ �
���&�����
$ '��	(
��� ���)��
$�
$ ����
���� ����*��
$ � +,-� � �
������ � ����
�#�$ ������� ����
���

�������
 ���
	�� ���	�%�
 �� ��� ����
 ������� ��
 �
��
���. �
�
� ������% ��� � ���
�ui, vi, h′i = 0, i = 1, N� �

���������� ���������
� �������� A = 0
 /��
� �
)	������
�
��
$ '��	��� �
���� "%�� ��������
 
�	��*� � ��	����	���&�� ��$0� � ����� �
"�.�*�
�	� �
��	
���� �������
$ �)��% '�
$ ��	����	���&��


���� ������	�
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���

1����
�	�� �	*)��	�%$ �
�
*� [−Lx/2, Lx/2]× [−Ly/2, Ly/2]× [0, H] "�� �	�#����� �
�

�
�
��� � ������� ��� � ��� l = 0
 !
��
�������� �������%� � ����
2����� 2���
� +3�4�
3��33-� ��
 � 
�*	�) '��	��� �
� � ��	�%� �
	��
������%� �
��
�%� ����
� �	�
"������
� �����	� ����	����) �
��"���$� � 	���
��� 	�0���� �
 ��	�
$ ��	�
���� 5�	��6

ui = ui10 cos

(
πx

Lx

)
+ ui11 cos

(
πx

Lx

)
sin

(
πy

Ly

)
,

vi = vi01 cos

(
πy

Ly

)
+ vi11 sin

(
πx

Lx

)
cos

(
πy

Ly

)
,

hi = hi10 sin

(
πx

Lx

)
+ hi01 sin

(
πy

Ly

)
+ hi11 sin

(
πx

Lx

)
sin

(
πy

Ly

)
.
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 	�0���� � ��� � ���� ��
�� �������%� 
�	���*��%� �
 ���
$ �

�	��
$ ������ �
	��
������
�
 ������� f
x1

= 2/(LxLy)
´ 0
−Lx/2

´ Ly/2
−Ly/2

fdydx, f
x2

=

= 2/(LxLy)
´ Lx/2
0

´ Ly/2
−Ly/2

fdydx� ����
����
 
�	������ f
y1

� f
y2
� �
������

duj
dt

= − πg

2Lxρj

N∑
k=1

ρmin(j,k)Δxh′k, ����

dvj
dt

= − πg

2Lyρj

N∑
k=1

ρmin(j,k)Δyh′k, ��3�

dΔxh′j
dt

=
2πHj

Lx
uj , ��,�

dΔyh′j
dt

=
2πHj

Ly
vj , j = 1, N, ����

��� Δxh′j = h′j
x2−h′j

x1
� �	����$ ��	���� �������� ��
�� 
�� x ��� ��	�
$ �
�%� � Δyh′j �

�	����$ ��	���� �������� �
 
�� y
 /������� ��
 �	������� ���� � ��,�� � 
��
$ ��
	
�%�
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� ��
� � ���� � � ������� ������ !"#$� ��%�� &�' !����(� ������(	 �����) �*+� ��,���&�#

-����"�� ��.&� ��"�*��) /��� ")&(� ��% !"�&��� ! �� !(� * ��� ���� � ��
� �" � �0

�(1 +lvj � −luj ����!����!�&&�� *�� ��" �� ������� ���� � ���� �!#' &&��	

2����� ���� � ���� � ,.� �%" � �� ' ,�&�� ��1� &�&�# ��"&�� ��1 &�*��,�� 3&�����

A+K = 45678� ���

K =
1

2

N∑
i=1

HiρiLxLy
(
u2i + v2i

)
, ��9�

A =
gLxLy

8

N∑
i=1

Δρi

⎡⎣( N∑
k=i

Δxh′k

)2

+

(
N∑
k=i

Δyh′k

)2
⎤⎦ . ��:�

�� ��������	
��	� 
��� �� �
���� �����
������ �����	

;����* ��")&(� �!����!�� ������( ���� � ���� #!"#���# ��� *�� �& �!#'(! �� �����

��� �� ����'�&� "� ,����&�&�( �,������ �� ������� �� ���&��� � !"�&�#� *�� ��'!�"#��

�1 ����")'�! �) �"# ' �(, &�# ������( ��� � �<�	 =�& ,� �� !&�&�# ��� � �<� #!"#$��#

��//���&>� ")&(�� �� z� ! �� !���# , , ! ������� ���� � ���� !����, ")&(� ���/�"� ���0

����& ��*��,�1 !�"�*�& #!"#$��# ,���*&�0�����#&&(��	 ? & ���#@�� �� �)� ����#.�&��

�!�1 ������ &� �%��&�!(! ���# � ��� ��*��,� ������� ��3���� %���� �� !�")&� & '(! �)

��'�")����$@�� ����� �*+� ����'�&� ")&��� �� ���&� � !"�&�# ! ��&����&�� ����"�

	
�
������

���	

? &�����(!&�� �� !����, "� ���/�"� �"��&���� !��(� ������"#���� ��,�@�� ���/�0

"�� ������ ���( ! ��&����&�� ����"�� !(��"�� �"�� [zj , zj+1), Hj = zj+1 − zj , j = 1, N �

! , .��� �' ,����(1 �"��&���) ��&#���# �� �"�%�&� &�'& *���")&�� � !!��+� !�"�0

*�&( ρj
.
= H−1

j

´ zj+1

zj
ρ(z)dz	 ?!��+� �"# 3��1 �"�+! ������&&(� Δxh′j , Δyh′j � �"# � �0

*+� ,����(1 ���" �&� /����" � ��<� � ���� %���� ����")'�! �) ,����&�&�( �,������

�' ��&����&�� ����"�� �����&+&&(� �� !����, "� ! �����" 1 ����!����!�$@��� �"�#A

(ûj , v̂j) = H−1
j

´ zj+1

zj
(u, v)dz	 � "��� ��"�* ��(� �' Δxh′j , Δyh′j , j = 1, N � ����&�� ��0

��'�&� ")&(� �� ���&� � !"�&�# ���) ,���*&�0�����#&& # /�&,>�# �"�%�&(� � �����#&0

&(� '& *�&��� !&���� , .���� �&���! " [zj , zj+1)	 ����"&�&&(� 3��� �� ���&��� � !0

"�&�# �� !&�&�# �!�.�&�# ��&����&�� ����"� �
� � �<� ���&�� $� !�� �& ����& ��� *��

A(z) = 45678�A

∂u

∂t
− ∂

∂z
(ν + νm)

∂u

∂z
− lv = − πg

2Lxρj

N∑
k=1

ρmin(j,k)Δxh′k, j : z ∈ [zj , zj+1), ��B�

∂v

∂t
− ∂

∂z
(ν + νm)

∂v

∂z
+ lu = − πg

2Lyρj

N∑
k=1

ρmin(j,k)Δyh′k, j : z ∈ [zj , zj+1), ��
�

dΔxh′j
dt

=
2πHj

Lx
ûj , j = 1, N, ��C�

dΔyh′j
dt

=
2πHj

Ly
v̂j , j = 1, N, �
��

(ûj , v̂j) = H−1
j

ˆ zj+1

zj

(u, v)dz, j = 1, N. �
��

;�"�*�&& # ������ ��D ���# ������� � �@��"�&�# ! �! 3� � A

�� � �*+� ��&��&>�� ,����&�&� �,������ ' �*+� �� ���&� � !"�&�# !����� � D ���

�� !����&� �� !&�&�� ��C� � �
�� �1���� -� &, �E�,�"��&	 ��.&� ��, ' �)� *��

��� 3��� !(��"&#���# ��1� &�&�� !�"�*�&( A +K ���9� � ��:��	 ?�'&�, �� ������ 
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�������� ��������� � ������� ����� ��� !�����" ��#����" ��"��� ����$��% ��� ��&
��!������ '��(���"� N ≈ 2 . . . 10 ����" ��#���" )��� ������� ��(�� �� �!�'������"
�� �*+�� ������� ���(,�� ��$��-. /012�

�3 ���(,� ���$�� �� !�������� �!������ '� �(,� �"'!���� � ��!�����" 4��������� 5$��-
��!6� �����-'����" ����� 4���!�78�!������ �� �����!��� ������".��"  ������-&
��� ��'������ ������� �������� ��������� ��#����" ����$�� ���9��!��

:������� (�� �����-'������� '$��- ��$��$ ����"6���" ������� ;��3 7 ;�<3 � ��������
��������� �$�������� ��$��� �����-'�����" �+, �� =��������� >�?@� �� ��� N = 1� ����
�������'��$����- ���-!� *���������� 9������ ������ !���*���"�

A��!��-!� ������ �����!��-��� ����!���� ��(���" � �'��6����� ��#� ��$��� "���
�������'��$���" ��!6� 9���'�����-��" ����!���� �� '�$����� B���� ;�&" ��$�3� ��$��-
������-�� !�����B� ������- !�! 11/2&�����.�

�� ������	�
���

�� �����

�� �����
���
��

���� ������
�� �
��������

�� ������
��

5�$�(� $����9� (�������9� )!���������� '�!�.(����" � ������!� ����������������
����!���� � (������ ���*�$��� 9������ ������ !���*����� ��'��!�.+�� � �����������
11/2&������ ��$���� ��� ��������� � �'�������� $������������� ������#���"���

��" )!���������� *��� ����"�� ���$�.+�� ������"C

• 9��*��� ��$�,�� D �� $���� ��$�,�� �E�� �%

• ����������� � ��(��-��� ������ ������� ������� �*����� � 9��*����� � 9��$������
? ◦FG�%

• � !�(����� ��������" �����"��" �����-'����" �������'������� ���������-�� �D ◦F
��������� �' >�<@% 9��$����� ����������� ? ◦FG� ������������� (������ H�����7
I"��"�" N = N0 = 6.6 · 10−2 �−1%

• ��(��-��� ���B��- !��������� �!������ �� ��� x ����������" ��������� � ��!��&
���-��� '��(����� ��−2 �G� �� ����������� � � �� $��� �����" !��������� �!������
'�$�,��" ���,�%

• ����"6���� ����� �� ����������� τ = 0� �� $�� ������ $�,��" !��$����(��� '�!����%

• ���� 4�������� �� �(��������"�

I���$����� ���(��� ���� 4�������� v ����"���- � � ��(���� ���9� )!�����������

8� ���� �� ���$�������� ���������������&��������� ������$������ �!������ ��(���"�
4�! ��$��� ��������$� !���*���� '������� �� �������� � ���� ���������� �"'!���� �
�����" � $��� I����!��-��� ������$������ �!������ u ������������� ������ �����!��-&
��� ��$�� ��!�� �*��'��� � ��$��� "��� �������'��$��� ��$� J�K�� A����$ !���*����
��6�� ��'���-�� � ����- �' L��� �� !�! ≈ 15.5 (� :$��!� � ��#���� ����������.� � *�&
��� ����!�(�������� !���*���" 7 ��� M��'�,��!�N �$��9� �����$� ��$� J�K� �� ���� �*�
I����!��-��" ����!���� )��� !���*���� ������������� ��$� J�K� ;*���������" ��$�3� �
�����$ ��6�� � ����- !�! ≈�? ����

��" �������(��!�� � ��!� �����$� *���������� ��$ ���$� ����� �����-'�.��" �����&
��� �$�������� ��������" ���!�� ��$�� �' !������ ���$��� !�����(��!�"� ���9�!�����
��$����6$,���" ��*�.$���"�� B������ 	������ >�D@C

T1 =
2Lx√
gH

. ;��3



W

d2W

dz2
+

(
N2

ω2
− 1

)
k2W = 0,

W |z=0 = W |z=H = 0,

k π/Lx ω
T = 13.8

T = 14.7

x

•
•

◦

N
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• � �������� ��������� ��������� ���� !"�����  ������"������� �������� !�� �# ◦$
��������� �" %
�&' (��)����� ����������* + ◦$,� ������������� ������� -�����.
/�0�� � N = N0 = 6.6 ∗ 10−2 �−1'

• � ���� !�*0 ������ ������� u = 0, v = 0'

• (���"���� !�*0 (��)���� )�� ���� �� ����*������'

• �����1���� ����� �� �����2����� τ = 10−2 3,�2� �� )�� ������ )�4��� ���)������*�
"������'

• �� � 5���� ��� �� ����*�������

6����* 7������������ �� ���8��� � ���������� �� �� ���0 5���.
�  ����9

• :���������� ;.<=>?@ A;B?C.<DEFFEG@ = ���������� @HEIDH@J� K��)��0 (���"���� !�*0
(��)���� )�� ���� �������*������ �� ���������"�L�� 	
��
������ ��0M A���� N = 1
� A�NJ . A
�JJ�

• :����������* ;.<=>I@ A;B?CO<DEFFEG@ = ���������� @HEIDH@J� K��)��0 (���"���� !�*0
(��)���� )�� ���� �������*������ �� ���������"�L�� 	
��������� ��0M� ��������0
� �����

• :���������� ;.<=PCQ� R��������� 7����������� 5���.
�  ���� )��� ������ ��4O
��� (���"���� !�*2 ��������0 5���� ���� � ���������� 5���� ���� �����������8O
S�� M����� ##◦ ��M�

• :����������* ;.<=PCQ=>I@� R��������� 5���.
�  ���� � )�T�� ����� ���������
5���� ��� � ���������"�L�� T���� ���*2 ��0M�

/ ��2 (�����2 7������������� ()� ���� !"����� ���������"�L�� ��0M� ����������� ��O
)� � ���������� (���"���� !�*� ��"���* ��)����� 5�()� � ��)� � �������8��� �� ���O
����� � ���S����� � ������U���L�� A����� ;.<=PCQ=>I@J� ����������� ����������! ���
� ����9 Lx = Ly = L � LR� Lx = Ly = L = LR � Lx = Ly = L � LR� ����*����
��� ��� �*T�����0 ������U���L�� � M����� LR ≈ 2770 �� � ����4��2 ������� ��! "��O
����� L = +�� �� LR = 2770 �� +�� ��� 5���� ��(�� � �����)� ����� �������8��� �*O
�����*� ��)���* � ������S�������� ���)� !�*� ������ ����� ����� A��������� �"4���
����14��*�  ���� � � �*����� �� !�U��J� ) ��� �����*2 ��1�� ����*M��! ���������0
��)��� )�U����L�� ����T�� � M����� . T*�! "������ !�� ���!M� LR� R�7���� � ����8
;.<=PCQ=>I@ T* � )�T�� ��* 7����������* � Lx = 300 ��� Ly = 300 ��

���������� ���� 
� -*����� ���(� ��)�4� ������M������� � 7����������� 5���.

�  ����� -� �� ��) ���� "�( �T ���� ������M����(� � �� �����2�)�� ��� �� 8�����
T���������(� (��)����� )�� ����� 3��T� �� ��) ���� ������M������ �����2�)�� � 7����O
�������2 � �� 8�4��*� ���S����� � � T���� ���*�� ��0M����

- �"���! ��"� !����� 7������������ � ���S����� � T���� ���*�� ��0M��� ��� ���0O
��� 5�� � � ���� ���S�8S�(��� T���������(� � �� 1�)������ ��� � ) � "�������(� T����0O
�� � T���� ���*�� ��0M��� )����(�8��� ���"����L������*� ��1��* �������� � �����*2
�� * 5���� ��� � (���"���� !��(� (��)����� )�� ���� �������������� ����������8� �
T� ���� ���� !�� ������M����(� � �� ������ ���� !�� �" �����U��*� :��� ��� �����2
����*2 �� ����2� ����!M��� �������! � ������M����� � ��� ������� ����� ���� �)��(���0
(�����L�� �5: � V"������1�����W "�( �T ���� ������M����(� � ��� 5��"����L��������
������� ��� ���S���� ����*������ ���U� ��� T �"��� � ����� � :������ � ��� �� �O
��� T���� ����(� (��)����� )�� ���� � "�������� ��)�4�� 7�� ������� ��1�� �� ����!
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N ≥ 2

0 =
u2∗
H1

− πg

2Lx
Δxh′1,

0 = − πg

2Lx
Δxh′1,

u1 = u2 = 0,

Lx = Ly = LR

L � LR L = LR
L � LR

L � LR



LR
LR

× LR × LR × LR ≈ 2770

× ×
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�� .������%� #� �/,� )��%#����!*��)� )�� %����  ��!��%�	 0��$���%�  ���%)����� ��%�!�+
/��%�� �� �!% ���)��!����� "% ����% � ��� ��!�"��%%� /�� )��%#����!*��� ���.��.��
��!� �������% %  ��!��%� #� ��� ��!*�� ������ )��%#����!*��� �� ��	 1��.��� �����$�
��!./��� �$��"��%�  !�  ���.���� �����'%�!*��� 2���)%% ���)��!����� �� �!%	 3 ��+
#.!*���� #��$���%� � � �������� �� �!% ����!�4��� ���5��$� ��!����%� � ����$� )��%+
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